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L.OI CAM ON

Luan vin “Tiéu chuan Eisenstein vé tinh bat kha quy ctia da thic” dudc
thuc hién tai Truong Dai hoc Khoa hoc - Dai hoc Thai Nguyén va hoan
thanh dudi sy huéng dan cia GS. TS. Lé Thi Thanh Nhan. Tac gid xin
duge bay t6 long biét on chan thanh va sau sic t6i nguoi huéng dan khoa
hoc ctia minh. C6 da danh nhiéu thoi gian huéng dan va tan tinh gidi dap
nhitng thac mic clia tac gia trong suét qua trinh lam luan van. Luan van
clia t6i duge hoan thanh cling nhd sy don ddc nhac nhd va huéng dan
nhiét tinh ctua co.

Tac gia xin tran trong cam on Ban giam hiéu Truong Dai hoc Khoa hoc
- Dai hoc Thai Nguyeén, Ban Chii nhiem Khoa Toan - Tin, cling cic thay,
co da tham gia gidng day, da tao diéu kién t6t nhat dé tac gia hoc tap va
nghién cuu.

T6i ciing xin chan thanh cdm on Ban giam hiéu va cac dong nghiép
Truong THPT Qué Vo s6 2 - Bac Ninh da tao diéu kién cho toi hoan
thanh t6t nhiem vu hoc tap ctia minh.

Nhan dip nay, toi ciing xin gii 16i cam on t6i tap thé 16p cao hoc Toan
K10C (khéa 2016 - 2018), cdm on gia dinh va ban be da dong vien gitp
do toi rat nhicu trong qué trinh hoc tap.

Toi xin tran trong cdm on!



Trong cac ki thi hoc sinh gidi cap qubc gia, quoc té, cac ki thi Olympic
toan sinh vién giita cac truong dai hoc thi cac bai toan lien quan dén da
thic thuong xuyén duge dé cap va dudge xem nhu 1a nhitng bai toan kho.
Trong 1y thuyét da thic thi da thic bat kha quy déng mot vai tro quan
trong giong nhu vai tro clia s6 nguyén t6 trong tap cac so6 nguyén. Cac bai
toan vé xét tinh bat khi quy ctia cac da thitc trén cac truong s6 C va R
da duogc gidi quyét tir khi nguoi ta chitng minh duge Dinh 1y co ban clia
Dai s6 va chiing minh hoan chinh nay dugc dua ra bdi Gauss nam 1816.
Nhung cac bai toan vé tinh bat kha quy cta cac da thic tréen Q van dang
thit thach cac nha toan hoc thé gidi. Véi cac 1y do trén, toi da chon dé tai
“Tieu chuan Eisenstein” vé tinh bat kha quy ctia da thic trén Q.

Muc dich ctia luan van 1a trinh bay lai mot s6 két qua gan day ve nhing
md rong clia tiéu chuan Eisenstein cho tinh bat kha quy ctia da thitc. Tieu
chuan Eisenstein phat biéu rang, néu f(z) = a,2"+a,_ 12" '+ - - +a1z+ag
13 da thic v6i hé s6 nguyen sao cho c6 mot sé6 nguyén t6 p théa man p 1a
uéc clia a; v6i moi ¢ < n, p khong 1a uée clia a, va p® khong la uée cia ao,
thi f(x) bat kha quy trén truong hitu ty Q. Luan van nghién cttu dén cac

van dé sau day:

e Van dé 1. Mé rong tieu chuan Eisenstein cho truong hop sé nguyén
t6 p khong 1a u6c ctia mot he sb6 a; v6i k 14 mot so6 tir nhién tiy ¥
khong nhat thiét bang n va p? khong 1a udc ctia a; véi t tuy v khong
nhat thiét bang 0 (dua theo tai lieu [1], [4] va [5]);

e Van dé 2. M4 rong tieu chuan Eisenstein cho truong hop hé sé ciia
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da thic thuoc mot mién phan tich duy nhat tuy ¥ (khong nhat thiét
l1a mién Z cac s6 nguyén). Tu d6 xét tinh bat kha quy ctia da thic
nhiéu bién (dya theo tai lieu [6]);

e Van deé 3. Trinh bay lich st phéat hién va ching minh Tiéu chuan
Eisenstein (dya theo tai liéu [3]).

Luan van gom hai chuong. Trong Chuong 1, chiing toi nhic lai khai niem
da thitc bat kha quy, Tiéu chuan Eisenstein va lich st phét hién va chiing
minh Tiéu chuan Eisenstein. Chuong 2 1a noi dung chinh ctia luan van, néu
mot s6 ma rong ciia tieu chuan Eisenstein. Tiét dau danh dé mé rong cho
truong hop da thic véi hé s6 nguyén. Tiét 2.2 trinh bay cac khai niem vé
mién phan tich duy nhat, chuan bi cho viéc mé rong tiéu chuan véi trusng
hop da thic v6i hé s6 trén mien UFD. Tiét cudi trinh bay van dung cac
md rong trén dé xét tinh bat kha quy ctia da thic.

Noi dung nghién cttu chuwa duge tiép can & bac pho thong va dai hoc,

nhung gan lién véi toan so cap.

Thai Nguyén, thang 4 nam 2018

Tac gia

Nguyén Khic Huéng



Chuong 1

Tiéu chuan Eisenstein

Muc tieu ctia Chuong 1 1a trinh bay vé da thic bat kha quy va Tiéu
chuan Eisenstein. Trong tiét dau ctia chuong ching t6i nhic lai mot s6
khai niem vé da thic bat kha quy va mot sé6 phuong phap chiing minh da
thiic bat kha quy. Tiét tiép theo danh dé trinh bay Tiéu chuan Eisenstein.
Trong phan cudi chuong ching toi trinh bay lich sit phat hién cling cac

chting minh Tiéu chuan Eisenstein.

1.1 Da thic bat kha quy

Da thtc bat kha quy déng mot vai tro quan trong giong nhu vai tro clia
sO nguyeén t6 trong vanh Z cac s6 nguyén. Nho Dinh 1f co ban ciia s6 hoc,
dé nghién citu vanh cac sé nguyén thi ta c6 thé xuat phat tit cac s6 nguyen
t6. Tuong tuy nhu thé dé nghién citu vanh da thic thi ta sé di nghién ctu
cac da thitc bat kha quy.

Trong suobt tiét nay, luon gid thiét V' 1a mién nguyeén, tic V 1a vanh
giao hoan khéac {0} va néu a,b # 0 1a hai phan tit cia V thi ab # 0. Ta ¢
khai niem da thitc bat kha quy trong vanh da thic V[z]. Cha y rang V[z]

la mién nguyén. Noi dung ctia tiét nay duge tham khéo tir tai lieu [1].

Dinh nghia 1.1.1 Cho f(z) € V][z] la da thic khac 0 va khong kha
nghich. Ta né6i f(x) 1a bat khd quy trén V néu né khong c6 ude thuc si.
Ta n6i f(x) khd quy néu f(z) c6 wde thuc sy.
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Cha y rang tinh bat kha quy ctia da thic phu thudc vao vanh co sé.
Chang han, da thiic 2z + 6 1a bat kha quy trén truong Q. Tuy nhién 2z + 6
khong bat kha quy trén vanh Z bdi vi cac da thic 2 va z + 3 déu 1a udc
thuc su ctia 2 + 6. Tuong tu, da thitc 22 + 4 1 bat kha quy trén R nhung
khong bat kha quy trén C.

Bo dé 1.1.2 Da thiic f(z) la bat kha quy néu va chi néu f(x + a) la bat
kha quy vor moi a € V.

Vi mdi phan ti khac 0 trong mot truong deu kha nghich, nén ti dinh
nghia da thic bat kha quy ta c6 két qua sau.

Bo6 dé 1.1.3 Da thic f(x) vdi hé s6 trén mot truong K la bat khd quy
néu va chi néu deg f(x) > 0 va f(x) khong phan tich dugc thanh tich cia
hai da thic co bac bé hon.

Chi y rang da thic bac nhat véi hé s6 trong mot truong déu c6 nghiem.
Vi thé ta c6 két qua sau.
Bo6 dé 1.1.4 Trén mot truong K, cic phdt biéu sau la ding.
i) Da thic bac nhat luon bat khd quy.
ii) Da thitc bac 2 va bac 3 la bat khd quy néu va chi néu né khong cé

nghiém trong K.

Tiép theo ching toi trinh bay mot s6 phuong phap xét tinh bat kha
quy cta da thitc trén tap cac s6 hitu ty Q. Trude hét ta nhic lai khai niem
da thic nguyén ban.

Dinh nghia 1.1.5 Mot da thiic khac khong trong vanh Z[z] duge goi 1a

nguyén ban néu cac hé sd clia né c¢6 udc chung 16n nhat bang 1.
Bé dé 1.1.6 Tich cia hai da thic nguyén bin la da thic nguyén bin.

B6 dé 1.1.7 (B6 dé Gauss). Cho p(z) € Z[z]. Gid st p(z) = g(z) f(x) vdi
g(2), f(x) € Q[z]. Khi dé ton tai g.(x), f.(z) € Z[z] sao cho

deg g(r) = deg g.(), deg f(x) = deg fu(x) va p(z) = g.(x)fu(z).
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Ddc biet, néu p(z) la khd quy trén Q thi né phan tich dugc thanh tich cia
hai da thiic vdi hé so nguyén cé bac thap hon.

Chitng minh. Viét f(z) = afi(z) va g(x) = bgi(x), trong d6 a,b € Q va

fi(x),1(z) € Z[x] 1a cac da thic nguyén ban. Khi dé fi(z)g1(z) 1a da

thitc nguyén ban (theo B6 dé 1.1.6). Ro rang p(z) = abfi(x)gi(x) € Z[z].

Ta ching minh ab € Z. That vay, gia st ab ¢ Z. Khi d6 ab = Ly L

la phan s6 t6i gian va s > 1. Viét fi(z)gi(z) = a,a™ + ... + aiz: + a(;s.

Vi fi(z)g1(x) 1a nguyén ban nén ged(ay, an_1, ...,a9) = 1. Vi p(z) € Z|[z]
ra,  rap Tag

nén ta co - : € Z. Suy ra s la u6c chung cua a,, ..., a1, ag,
S s s

diéu nay 1a vo li. Vay ab € Z. Dat f.(z) = abfi(x) va g.(z) = g1(z). Khi
do p(x) = fulx)g.(x) vOi fu(x),g.(x) € Z[x] va deg f(z) = deg fu(x) va
deg g(x) = deg g.(). N

Cha y rang néu f(z) = a,2™ + ... + a1 + ag 1a da thiic v6i he s6 nguyen
nhan phan sb t6i gidn P 1am nghiém thi p 1& uée cia ag va ¢ 14 ude cla
a,. Dac biét, néu a, =q1 thi moi nghiém httu ty cta f(z) déu 1a nghiem
nguyen.

Viéc st dung Bo dé Gauss dé xét tinh bat kha quy ctia da thic trén Q
1a phuong phap hitu hieu. Mot s6 vi du minh hoa cho phuong phap nay

chiing ta c6 thé xem trong tai lieu [1]. Sau day 1a mot s6 vi du khac.
Vi du 1.1.8 Chiing minh da thiic p(z) = 2* — 22 + 1 bat kha quy tren Q.

Loi giai. Néu p(x) c6 nghiém hitu ty thi nghiém dé6 phai 1a nghiém nguyéen
(do hé sb clia s6 hang cao nhat bang 1) va 1a udc clia s6 hang tu do. Kiém
tra lan lugt cic wée ciia 1 1a 1, —1 thay chung khong 1a nghiém ctia p(x).
Do d6 p(z) khong ¢6 nghiém hitu ty. Vi thé p(x) khong la tich cia mot da
thitc bac nhat va mot da thitc bac ba. Gia stt p(x) kha quy trén Q. Theo Bo
dé Gauss, p(z) co6 su phan tich p(z) = g(x)h(x) trong d6 g(x), h(z) € Z|x]
c6 bac 2 va c6 hé s6 cao nhat bang 1. Ta viét g(z) = 22 + axz + b va

h(x) = 22 + cx + d, trong d6 a,b, c,d € Z. Ddng nhét hé s6 6 hai vé cla



ra—i—c:O
ac+b+d=—-1

dang thic p(z) = g(x)h(z) ta duge < . Vibd =1 va vai
ad+bc=0

bd =1
tro ctia b, d 1a nhu nhau nén khong m.%t tinh tong quat ta c6 thé gia thiét
b=d=1hoicb=d=—-1.Neub=d=1thia+c=0,ac =-3. Suy
raa?=3=a¢7Z, voli. Neub=d= —1thia+c=0,ac=1. Suy ra
a’? = —1, vo li. Nhu vay, da thiic p(x) bat kha quy trén Q. o

Vi du 1.1.9 Chiing minh da thic f(z) = 2% — 62* — 623 + 1222 — 362 + 1
bat kha quy trén Q.

Loi giai. Dé dang kiém tra duge f(x) khong c6 nghiém hitu ty. Vi thé f(z)
khong 1a tich ctia mot da thiic bac nhat va mot da thic bac nam. Gia si
f(x) kha quy trén Q. Theo Bo dé Gauss (xem Bd dé 1.1.7), ton tai phan
tich f(z) = g(x)h(x), trong d6 g(z), h(x) € Z[z] c6 he s6 cao nhat bang 1
va ¢6 bac duong. Vi deg f(z) = 6 nén ta c6 hai truong hop.

Truong hop 1: f(z) = (22 + az + b)(a* + ca® + d2? + ex + g), trong d6
a,b,c,d, e, g€ Z. Dong nhat hé s ta dugc

ra—i—c=0
ac+b+d=—6
ad +bc+e=—6
ae +bd + g =12
ag + be = —36
bg =1

\

Vi bg = 1 nén chi c¢6 thé xay ra 2 trudng hop nhé sau. Véi b = 1,9 = 1,



